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Fur die Genauigkeit der  Ergebnisse radiometrischer Analysen sind neben Wage- und Pipettierfehlern 
vor allem die endliche Dauer d e r  Zahlzeiten und die Unscharfe der  Aktivitatseichung wesentlich. Es 
wird gezeigt, wie sich die Eichdaten moglichst genau und doch einfach gewinnen lassen. Der  EinfluR 
aller Fehlermoglichkeiten wird nach der  G a u  Oschen Methode der  Fehlerrechnung verfolgt. Samtliche 
zur  Berechnung des ,,Mittleren Fehlers" eines Analysenergebnisses notigen Formeln sind angegeben : 
er l futer t  wird das Yerfahren an speziellen Beispielen. Durch Kontrollanalyse wird gezeigt, daR die 

Befunde auf wenige Prozente genau sind. 

Die Ungenauigkeit eines Ergebnisses einer quantitativen 
Analyse ruhrt - ganz allgemein - von W a g e -  u n d  P i -  
p e t t i e r f e h l e r n  her, gegeniiber welchen die eigentliche 
Ableseungenauigkeit der bei der Analyse verwendeten In- 
strumente, wie etwa von Kolorimetern oder ihnlichen, ver- 
schwindend gering ist. Bei den radiometrischen Methoden 
rnit Hilfe radioaktiver Isotope ist dagegen der i n s t r u -  
m e n t e l l e  F e h l e r  durchaus beachtlich, so da6 verfolgt 
werden mu6, wie sich simtliche moglichen Fehler .auf das 
Ergebnis auswirken. 

Fur die radiometrischen Analysen nach v. Hevesy und 
Paneth und nach dem Verdtinnungsverfahren sind not- 
wendig: 1.) die B e s t i m m u n g  d e r  Z a h l r a t e n  mit kern- 
physikalischen Zihlapparaturen und 2.) der V e r g l e i c  h 
der festgestellten Zahlraten m i t  einer E i c h k u r v e ,  welche 
die Zahlrate einer aktivitatsnormierten Substanz als Funk- 
tion ihrer Schichtdicke angibt. Im folgenden werden nach 
den Grundsatzen der Fehlerrechnung die einzelnen Fehler- 
ursachen beriicksichtigt, so daR schlie6lich die Genauig- 
keit des Analysenbef undes durch seinen mittleren Fehler 
angegeben werden kann. 

Die Fragen werden so untersucht, wie sie sich aus der Arbeit von 
Gbtts und Thais') ergaben; auch die im folgenden gebrachten 
Beispiele und Tabellen sind den Analysenprotokollen entlehnt, 
welehe dieee beiden Verfasser zur Verfiigung stellten. An Hand 
der allgemeinen Formeln, erllrutert an den epeziellen Beispielen, 
sind nnsohwer auch andere, Bhnlich gelagerte analytisch-chemisehe 
Fragestellungen zu behandeln. 

Der ,,Mittlere Fehler" 
Die Genauigkeit eines Me6ergebnisses x wird nach der 

iiblichen, durch Gaup begriindeten Methode der Fehler- 
rechnung?. 3. *) durch den ,,Mittleren Fehler" f 6x ausge- 
druckt. Eine Angabe ,,x = 205 f 8" bedeutet, da6, wenn 
etwa tausendmal der Wert x bestimmt wurde, von diesen 
loo0 MeBwerten ungefihr 680 im lntervall 197.. .213 lie- 
gen werden. Im Bereich x f 2 6x, das ist hier das lntervall 
189.. .221, liegen etwa 95% aller gefundenen Werte, also 
hier ungefihr 950 Messungen; f 2 6x ist der ,,95y0- 
Fehler". 

Der mittlere Fehler f 8x ist im allgeineinen aus der 
S u m m e  d e r  e i n z e l n e n  F e h l e r q u a d r a t e  zu berechnen. 
Bei kernphysikalischen Zihlungen aber steht der mittlere 
Fehler der gezihlten Impulse auDerdem mit dieser Anzahl 
selbst in Verbindung. 

Wurden etwa mit einetn Zahlrohr wghrend einer Zeit 
T = 4 min, N = 7349 Impulse registriert, so ist der mitt- 
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lere Fehler dieser Anzahl VN = f 85,7 Imp., die ZBhl- 
r a t e  betragt z = N/T = 1837 Imp./min, ihr mittlerer Feh- 
ler f 8z = \'$ /T z f 21 Imp./min. Der N u l l e f f e k t  
der betreffenden Anordnung, mit der dieses in der ersten 
Zeile der Tab. 1 vorkommende Datum gefunden wurde, 
betrug 20 Imp./min. In  die Tabelle einzutragen ist also 
z = 1817 f 21 Imp./min. Es ist 

82 = f VN1 [ Irnp./rninl 
T 

der mittlere Fehler einer Zahlrate z oder, weil N = zT ist, 

82 = f v+ [~rnp./min]. (1 a) 

Wie sich noch zeigen wird, ist es bei der radiometrischen 
Analyse angebracht, den relativen mittleren Fehler f 6z/z  
siimtlicher in einer MeSreihe vorkommenden Zahlraten z 
ungeflhr gleich gro6 zu halten. Hierzu mtissen die Z a h l -  
z e i t e n  T ungefahr der Formel 

- 

entsprechen. Sol1 z.B. eine Zahlrate von etwa 600 Imp./min 
mit einem mittleren Fehler von f 2% festgestellt werden, 
also 6 4 %  = 2.10-*, dann mu6 ungefihr 4,2 min lang ge- 
zahlt werden. 

Die Fehlerfortpflanzung 
In welchem Ma6e die einzelnen MeSfehler im Endergeb- 

nis mitwirken, wird durch die Regeln der ,,Fehlerfortpflan- 
zung" bestimmt. 

In der analytischen Chemie stellt sich die gesuchte Menge 
x meist und auch hier so dar, da6 mehrere GrbSen u,  v, w ,  
. .. teils als M u l t i p l i k a t o r e n ,  teils als D i v i s o r e n  auf- 
treten. Sind f 6u, f 6v usw. die mittleren Fehler dieser 
GroRen, dann ist der r e l a t i v e  m i t t l e r e  F e h l e r  der ge- 
suchten Gr66e x gegeben durch 

(3) 

Es kommt auch vor, meist in den Zwischenstadien, da6 
irgendwelche Mengen gewisser Verbindungen a d d i  t i v  
zugesetzt werden, nach dem Schema x = u + v + w. Hier 
gilt dann 

Dieselbe Formel gilt auch fur  die S u b t r a k t i o n .  
Den Regeln der Fehlerfortpflanzung unterliegen nur die 

kleinen, u n w i l l k i i r l i c h  gemachten Fehler. Die einzelnen 
Messungen einer GroRe sollen demnach mbglichst genau 
sein. Grobe lrrtiimer - anstatt 100 rng werden 200 mg 
abgewogen - oder systematische Fehler, z. B. ein um 5O 
verdrehter Teilkreis eines Refraktometers, werden vom 

, - - - - __  __ - 
f 8X = \ ( 8 ~ ) ~  + ( 8 V ) *  + (8W)' + . * . (4) 
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Begriff des mittleren Fehlers nicht gedeckt. Die Giite von 
Zahlgerlten insbesondere liegt darin, da6 sie die rein sta- 
tistische Aufeinanderfolge der elementaren Emissionsakte 
getreu wiedergeben sollen. Im Zweifelsfalle sind die vom 
Zahler angegebenen lmpulszahlen zuvor in einem beson- 
deren Versuch auf ihre s t a t i s t i s c h e  R e i n h e i t  zu prii- 
fens). 

Radiometrische Analyse 
Das Verfahren von v. H e v e s y  und P a n e t h  

Zur Aufnahme einer Eichkurve, namlich zur Herstellung 
von etwa 20 bis 30 Prlparaten verschiedener Schicht- 
dicken, kann die radioaktiv markierte Ausgangsverbin- 
dung nicht direkt verwendet werden, da ihre Aktivitlt in 
der Regel zu hoch fur einwandfreie Zihlungen sein wird. 
Es werden vielmehr b mg einer E i c h s u b s t a n z  (Barium- 
sulfat) hergestellt, die a pg der markierten Verbindung 
(Thioharnstoff) enthalten. ifber die einzustellende Starke 
der Markierung vg1.l). 

Die zu bestimmende Quantitat x pg (Thioharnstoff) 
wird in c mg (Bariumsulfat) ausgefallt und verrat sich 
durch eine Zahlrate z, [Imp./min], es is t l )  

(5) 

Darin ist z, die Zahlrate, die ein aus Eichsubstanz bestehen- 
des Praparat der gleichen Schichtdicke besaBe. Im allge- 
meinen werden die Zahlungen za einige (t) Tage spater vor- 
genommen als die Aufnahme der Eichkurve. lnfolge der 
endlichen Lebensdauer des betreffenden lsotops muR daher 
ein F a k t o r  

beriicksichtigt werden. Die Z e r f a l l s k o n s t a n t e  h ergibt 
sich aus der Halbwertszeit T, 

f = e ).t (6) 

0,693 A = . . 
T (7) 

Die H a l b w e r t s z e i t  T ist nicht ganz genau bekannt, son- 
dern sie ist mit einem Fehler behaftet; auch die Zeit t 
wird infolge der endlichen Dauer der Zahlungen selbst un- 
sicher sein. Durch Fehlerfortpflanzung ergibt sich fiir den 
relativen mittleren F e h l e r  d e s  F a k t o r s  der Wert 

Am Ergebnis x entsteht insgesamt der Fehler 

Wie groO sind. nun die e i n z e l n e n  B e s t a n d t e i l e  von 
8x7 - Die Menge  c betrug 200 bis 300 mg. Man darf an- 
nehmen, dab eine solche Masse mit einer Genauigkeit von 
etwa f 0,l mg gewogen wird; Sc/c ist demnach von der 
GroBenordnung lo-' und also nur gering. - Die H a l b -  
w e r t s z e i t  des Isotops ssS ist schon mehrfach gemessen 
worden; den vorliegenden Dateno) dtirfte der Ansatz 
r = 87,5 f 0,5 Tage a m  besten gerecht werden. Es ist also 
h = 7,915.10-3 [l/Tag] und f 8r/r = 6.10-8. Als Beispiel 
fur die Z e i t  t sei eine Analyse betrachtet, bei der die 
Eichung a m  18. Nov., die Bestimmung a m  14. Dez. 1954 
stattfand. Rechnet man von mittags bis mittags, dann ist 

Pipettier- und Wagefehler 
Da die GroBe a/b auf ziemlich verwickelte Weise zu- 

stande kommt, M6t sich iiber den mittleren Fehler 8(a/b) von 
vornherein nichts sagen, sondern der Vorgang muR in sei- 
nen einzelnen Stufen betrachtet werden. Das geschehe an 
Hand einer auch spater, S. 647, als Beispiel herangezogenen 
Analyse: 
1.) Bei der Umwandlung des  Thioharnstof fs  in Sulfat- 

Ionen geht die AktivitHt von j e  100 pg Thioharnstoff auf j e  126,l 
pg = 0,0013 mMol Sulfat iiber. 

2.) Herste l lung der Standardlbsungen.  Die Menge 8, = 
100 mg markierter Thioharnstoff (,,Versuchsthioharnstoff", VTh.) 
wurde vollstHndig vorascht, die Verasehungslbsung wurde im ge- 
eichten Kolben auf vp = 1000 cm* aufgefiillt. Die LOsung enthalt 
pro cm8 die Aktivitgt von 100 pg VTh. 
3.) Das Eich-Bariumsulfat  kann aus dieser LOsung nicht 

direkt hergestellt werden, da d a m  die PrPparate zn gewichtsarm 
waren. Es werden daher us = 20 cmr der LOeung mit 20 mMol 
Schwefeh&ure, ntimlich mit 8, = 1,9616 Gramm, vermisoht. Das 
aus dieser Fliissigkeit ausgefPllte Banumsulfat enthslt dann pro 
1,0013 mMol (= 1,00 mMol) die AktivitPt von 100 pg VTh. 

Die einzelnen GrBBen mit ihren vermutlichen mittleren 
Fehlern sind: 

E i n w a a g e :  g, f 8g, = 100 f 0,l mg; 
Auff t i l lung:  v, f 6vz = 1000 f 0,l cma; 
A b p i p e t t i e r u n g :  v, f 6v8 = 20 f 0,05 cm3; 
S c h w e f e l s l u r e m e n g e :  g, i- 8g4 = 1961,6 f 2 mg. 
Die geschatzten Werte fiir 6g,, 8vz usw. durfen nicht zu 

niedrig angesetzt werden, im Zweifelsfalle ist hier ein Irr- 
tum nach oben besser. 

Beim Veraschen und Fallen wird aus der VTh.-Menge g, 
eine Bariumsulfat-Menge g,, und aus der Menge g, an 
H,S04 wird eine Bariumsulfat-Menge g,,, es ist gp, f age, = 
3,0665 (g, f 8g,) und g, f age, = 2,3799 (& f 8&). Um die 
mittleren Fehler 6g9, und 8g-, zu erhalten, geniigt es, fur 
die Molverhaltnisse die abgerundeten Zahlen 3, 1 und 2,4 
zu benutzen. Das Ergebnis ist eine Gesamtmenge von g, 
mg Bariumsulfat, in welcher die ursprhgliche Aktivitat 
von g, vollstandig enthalten ist. .Es ist 

g, = g; +g; . (10) 
Vl 

Da von der Substanz VTh. die Menge g, vs/vz angewandt 
wurde, ist der Quotient a/b gegeben durch: 

Fur den Fehler gilt gemat3 GI. (3): 

Der hier eingehende mittlere Fehler von g, ist gemaB der 
GI. (10) ebenfalls nach den Regeln der Fehlerfortpflanzung 
zu berechnen: 

Werden die bereits mitgeteilten Werte fur die einzelnen 
Fehler eingesetzt, so ergibt sich 

t = 26 Tage. Die fur die Zahlungen selbst bentitigte Zeit Weiterhin gehen in 6x, den Fehler des Ergebnisses, noch 
wird durch den Ansatz 
riicksichtigt. 

= f Oj5 Tage ausreichend be- 
GemlO GI. (8) wird dann 8f/f = f 4*10-', das 

ein der Zthlratenfehler f 8% und der Eichkurvenfehler * 
sz,. wghrend der ~ ~ h l ~ ~ .  sz, gemi~ GI. ( la)  einfach 
durch die Zahldauer bedingt ist, rtihrt der Fehler & 8z, 
aus der Ungenauigkeit der Eichkurve her; S. 647 wird diese 
Frage eingehend erortert werden. 

ist weniger als l/z%. 
5, 0. Riedel, Nucleonics 12, No. 6, 64 [19541. 

_- ._ 

e)J+ M .  Hollander, I .  Perlrnann u. G. T .  Seaborg, Rev. mod. 
hysics 25, 469 [19531. 
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Das Verdunnungsverfahren 
Auch hier mull zur Aufnahme der Eichkurve die mar- 

kierte Verbindung (VTh.) erst im Verhaltnis l : p  verdunnt 
werden. I n  der Analyse wird die unbekannte VTh.-Menge 
auf Grund ihrer Zahlrate z, bestimmt, nachdem a mg der- 
sclben Verbindung (Thioharnstoff), aber in inaktiver 
F u m ,  zugesetzt worden sind. Die gesuchte Menge x be- 
trBet d a m  

(15) 

I0 

1 0 5 -  
% 

Dei A n w e n d b a r k e i t  des Verdiinnungsverfahrens wird durch 
den [nach GI. (3) berechenbaren] mittleren Febler des Terms 
z,.p/z,.f eine Grenze gezogen. Der Nenner in GI. (15) mul) einen 
Werthaben, der betrschtlich gr6l)er ist als der mittlere Fehler des 
Terms, praktisch wird man die Gr6Be r,.p/z,.f nieht kleiner als 
etwa 2 werden lassen. I m  vorliegenden Fall hatte dieser Term eo- 
gar die \k6l)enordnung lo8, die Zahl 1 im Nenner ist dann fiir die 
Berochnimg von 6s vernachlkssigbar. 

G1. (3) angewandt, ergibt: 

- 

Den vermutlichen relativen mittleren Fehler der Einwaage 
a = loo0 ing darf man mit f 5.10-' veranschlagen. Die 
Genauigkeit von p ergibt sich daraus, da6 100,O f 0,l mg 
VTh. mit 9,900 g f 1 mg inaktivem Thioharnstoff gemischt 
wurden, daher ist Sp/p = f VIO-6 + I 0 7  2 F u r .  
die anderen Teilfehler gilt das bereits Gesagte. 

___ 

Die Eichkurven 
Die Eichkurve stellt die Zihlrate als Funktion der 

Schichtdicke s dar; sie hat den Zweck, die Zihlraten z, zu 
bestimmen. Es ist anzustreben, die Kurve mathematisch 
durch eine F u i i k t i o n  y =i y(s) auszudrucken, so da6 die 
benotigten z,-Werte genau e r r e c h n e t  werden konnen 
und nicht nur mehr oder minder ungenau aus einer graphi- 
schen Darstellunq abgelesen werden mussen. 

Gleichung der  K*Jrven 
Das Beispiel von Bild 1 gilt fur die Thioharnstoff-Prl- 

parate der Verdiinnungsanalysen. Aus der Lage der Mell- 
punkte sieht man, da6 die Kurve durch den N u l l p u n k t  

OL ':'; ' i  'b. '8 ' l O ' ~ ~ ' 7 ~  ' ? 6 ' 1 8 ' 2 0 ' ~ 2 ' 2 ~ ' ~ ' ~ ' 3 b ' ~ 2 ' d ' ~ ' ~ B ' ~ O  
@ail %wmte s[my/my - 

Bild I 
Elchkurve der Thioharnstofl-Priiparate. Die senkrechten Striche an 
den experimentellen Punktt.n deuten [deren mittleren Fehler an, 

welcher nach OI.-(la) .berechnet wurde 

gehen und S a t t i g u n g s v e r h a l t e n  zeigen soll. Die Ex- 
ponentialfunktion 

hat diese Eigenschaften und, obgleich sie transzendent ist, 
kann sie leicht und rasch berechnet werden, wenn a = 10 
gewlhlt wird, so da6 die Werte von a--OS einfach der de- 
kadischen Logarithmentafel entnommen werden k6nnen. 

Physikalisch gesehen handelt es sich bei der Eichkurve 
um den Vorgang der S e l b s t a b s o r p t i o n  von p-Strahlung. 

y = l-a--PS (17) 

Die Absorption von p-Strahlen in irgendwelchen Materie- 
schichten folgt annlhernd einem Exponentialgesetz e-ws, 
fur die hier vorliegende Strahlung des 3% ist p = 0,15. 
Demgegeniiber hat der weiter unten berechnete Parameter 
p, bezogen auf die Basis e, einen Wert von etwa 0,27, ist 
also ganz verschieden von p. Zwischen Eichkurve und Ab- 
sorptionskoeffizient p besteht offenbar kein Zusammen- 
hang; beim Zustandekommen der Eichkurve wirken tat- 
sachlich so viele verschiedene Faktoren rnit (Material von 
Priparat  und Unterlage, Form des @-Spektrums, Geome- 
trie der Zahlanordnung und anderes), daB ihre genaue 
Form unmtiglich physikalisch erklart werden kann. 

1 ndes muB hier auf zwei Erscheinungen hingewiesen 
werden, die praktische Bedeutung haben: 

1.) Es kann vorkommen, daB die Kurve n i c h t  durch 
den N u l l p u n k t  geht; sie kann dann nicht mehr durch 
eine Funktion der Form GI. (17) wiedergegeben werden, 
es la6t sich somit kein p berechnen. Die Ursache fur  diesen 
Effekt ist, auller in der R t i c k s t r e u u n g  durch die Unter- 
lage und die Schicht des Priparates, darin zu suchen, da6 
die einzelnen Schichten von Unterlage, Pr iparat ,  Luft- 
zwischenraum und Zahlrohrfenster u n t e r s c h i e d l i c h e  
Absorp t ionskoe f f i z i en ten  p haben. Dieser Ubelstand 
l l 6 t  sich manchmal dadurch beheben, da6 Zahlrohre mit 
anderen Fenstern benutzt und Abstand und Unterlage des 
Praparates verandert werden. Der Effekt tritt  kaum erst 
auf, wenn man sich sowohl bei der Eichung als auch bei der 
Analyse selbst auf solche Priparatdicken beschrankt, die 
im mittleren und oberen Teil der Kurve liegen. Vor allem 
ist es anzustreben, nicht mit den dunnsten Schichten zu 
arbeiten, vgl. S. 647. 

2.) Bestande die Strahlung des Priparates nur aus p- 
Teilchen, dann muBten die im Sittigungsgebitt gemessenen 
Punkte auf einer waagerechten Geraden liegen. Die p- 
Teilchen werden indes - im Prlparat  selbst oder anderswo 
- abgebremst, wobei eine B r e m s s t r a h l u n g  entsteht. 
Das Zahlrohr weist die Quanten dieser harten Rontgen- 
Strahlung zu einem gewissen Prozentsatz ebenfalls nach ; 
der geradlinige Teil der Kurvz verliuft dadurch nicht genau 
waagerecht, sondern steigt an. Sol1 aber die Exponential- 
funktion, GI. (17), zutreffen, darf die Steigung nicht nen- 
nenswert sein. Deshalb darf die spezifische Aktivitlt der 
Praparate nicht zu stark eingestellt werden, was ein ZBhl- 
rohr erfordert, das genugend empfindlich fur  p-Teilchen 
ist; es hat ferner keinen Sinn, weitere MeBpunkte bis zu 
sehr hohen Schichtdicken hinauf aufzunehmen. 

Der Sattigungsordinate y = 1 entspricht die bei dicken 
Schichten erreichte Zahlrate z,. Die GraSe y ist somit als 
eine normierte Zahlrate aufzufassen: 

Berechnung von zo, 
Diese Grtille z, wird aus allen den Mespunkten berech- 

net, die im waagerechten geraden Teil der Kurve liegen. 
Im gegebenen Fall von Bild 1 sind hierzu alle Punkte 
heranzuziehen, die von der Schlchtdicke s L- 18,O mg/cm* 
a n  aufwarts gefunden wurden. 

NachGaup ist d e r w a h r s c h e i n l i c h e  Wer te iner  Gro6e 
a ihr Mittelwert 5: 

n (19) 
- Ca u = - - .  

Der mittlere Fehler des Mittelwertes ist 

(20) 
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Darin ist n die Anzahl der einzelnen Messungen; v sind die 
Fehler der einzelnen MeSwerte: 

v = a-a . (21) 

XvZ ist die Summe der n einzelnen, verschieden gro6en 
Fehlerquadrate. Der mittlere Fehler f 6a eines einzelnen 
MeSwertes ist um den Faktor Yn' groSer, niimlich 

a a = * p .  n-I) (22) 

In Tab. 1 werden nach diesen Formeln fur den in Bild 1 
dargestellten Fall die Werte von f,, 6Z, und 6z, be- 
rechnet. Nach GI. ( la )  ist jedoch ebenfalls ein mittlerer 
Fehler auszurechnen, 

8200 - f  . ~ 2 3 )  

Die Ziihldauer betrug hier T = 4 min; fur diesen Fehler er- 
gibt sich demnach ein Wert von etwa f 21 Imp./min; er 
ist in die zweite Spalte der Tab. 1 miteingetragen. 

Ware das Kollektiv der z,-Werte in Tab. 1 vollkommen 
statistisch rein, dann musten die mit den Gln. (22) und (23) 
gewonnenen. Werte fur den mittleren Fehler miteinander 
iibereinstimmen. Ist, wie hier, der mit der Summe der v2 
berechnete Fehler der grabere, so zeigt das, da6 die Un- 
genauigkeit der Zahlraten nicht allein durch die endliche 
Dauer der Ziihlzeiten T und damit durch die Statistik des 
radioaktiven Zerfalls allein bedingt wird, GI. (la), sondern 
daS noch weitere Fehlerursachen hinzukommen. Vor allem 
ist festzuhalten, daB der mittlere Fehler nach GI. (23) der- 
jenige ist, der sicher mindestens vorhanden ist. Aus GI. 
(ZO), (22) und (23) folgt fiir den mittleren Fehler des Mittel- 
wertes 

als der jedenfalls mindestens vorhandene Wert. Im vor- 
liegenden Fall betriigt dieser f 7,5. Er  wird iiberschritten, 
denn das Ergebnis 5, = 1802 hat den mittleren Fehler 
f 14. Diese Genauigkeit kann jedoch als genugend gelten; 
die y-Werte nach GI. (18) sind also rnit 2;, = 1802 zu be- 
rechnen. 

762 f 14 
1056 f 16 

1796.f 21 -- 
n = 1 3  

Berechnung des Parameters p 

Welcher Parameter p mu6 der Funktion 

y = 1-10-PS 

gegeben werden, damit sie sich den vorhandenen MeS- 
punkten am besten anschmiegt? Auch diese Frage wird 
nach einem auf dem Gaupschen Fehlerausgleich beruhen- 
den Verfahren geliist'). 

Die experimentell gewonnenen Punkte, namlich alle die- 
jenigen, die nicht bereits zur Berechnung von 2, heran- 
gezogen worden waren, miigen die Yoordinaten s, und y, 
besitzen. Der Fehler vi eines einzelnen Punktes ist dann, 
ganz ahnlich wie bei GI. (ZO), gegeben durch 

V I  = Y(si)-Yi , (25) 

wobei y(si) der berechnete Wert y = l-lO-!'si ist. Das 
beste p kann nach Gaup in einem verhIltnismii6ig kompli- 
zierten Rechenvorgang erhalten werden. Etwas weniger 
exakt, aber ktirzer und einfacher ist die , ,Methode  d e r  
Mi t te lwer te" .  Ihr liegt die Tatsache zu Grunde, daS 
fur den besten Wert die Summe aller Fehler vi gleich null 
sein sol1 (z. B. ist in Tab. 1 Bv = + 1; die geringe Ver- 
schiedenheit von null kommt lediglich daher, daD fur 2, 
ein abgerundeter Wert benutzt wurde). 

Auf Grund der Mittelwertsmethode entsteht, wie hier 
nicht abgeleitet werden SOU, folgende Vorschrift zur Be- 
rechnung von p: 

1.) Aus einer provisorisch durch die Punkte gelegten 
Kurve wird der Wert s = sIl2 entnommen, das ist der 
Punkt, an welchem y = 0,5 wird. Damit berechnet man po, 
einen Niiherungswert fur p: 

Fur die MeOpunkte der Tab. 1 war sllz 3 2,7 mg/cm8, so 
daO sich ergab po = 0,111. 

2.) Die gemessenen Punkte (yi, si) wirken mit in der 
KorrekturgroSe r: 

3.) Der Parameter fur die Eichkurve ist dann 

p = p o + r .  (28) 

Die Tab. 2 gibt das Schema, nach welchem r berechnet 
,wurde; gema6 GI. (27) ergibt sich r = + 0,434.0,133/12,886 
= + 0,00448, daher p = 0,115. 

Mittlerer Fehler der  mit p berechneten Zahlraten z1 
In den mittleren Fehler des Ergebnisses der Analyse, 

Gln. (9) und (16), gehen die relativen Fehler 6q/z, der mit p 
zu berechnenden ZBhlraten zI = y2, ein. Um den mittle- 
ren Fehler f 6y irgendeines berechneten Wertes y = y(s )  
zu erhalten; werden in den letzten drei Spalten der Tab. 2 
~~ 

si Yi 1o-PoSi ,,+ 10 W i - 1  lo-Posi.si 

2,O 0,422 0,600 + 0,022 1,200 
3,4 0,685 0,423 + 0,008 1,438 

14,3 0,980 ' 0,026 + 0,'006 0,372 

+ 0,133 12,886 
Tabelle 2. Berechnung des Korrekturwertes 

0,41 I 
0,594 

0,477 

r 

- 0,009 

+ 0,'003 

I :  
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gemif3 GI. (25) die Fehler vi und dann die Summe vl2 be- 
rechnet; ganz ahnlich wie in  GI. (22) gilt dann - vgl. 

8Y = *vf$ (29) 

Damit diese Formel angewandt werden kann, muD aller- 
dings vorausgesetzt werden, da6 die mittleren Fehler i= Sq 
der einzelnen Zahlraten zi [welche sich geml6 GI. ( l a )  aus 
den Zghldauern T ergeben] fur slmtliche n gemessenen zi 
ungefahr gleich gro6 sind. Bei den niedrigen Zlhlraten am 
Anfang der Kurve milssen daher entsprechend llngere Zei- 
ten T gewlhlt werden. Halt man diese Bedingung nicht 
ein, dann wlren filr die einzelnen zi verschieden groBe ,,Ge- 
wichte" einzufuhren, wodurch die Rechnung unnotig ver- 
wickelt und langwierig wlirde. 

Der mittlere Fehler f 6y ist fur alle y-Werte derselbe, im 
vorliegenden Falle betragt er f 0,012. Der relative mitt- 
lere Fehler Sy/y = Sz;/z;, welcher ja schlie6lich in das Ana- 
lysenergebnis eingeht, wird f a r  kleine Zlhlraten rasch gro- 
Ber. Daher ist es, wie Bild 2 veranschaulicht, unzweck- 
maBig, bei der Analyse mit Prlparaten von weniger als 
etwa s = 4 mg/cm* Schichtdicke zu arbeiten. 

Z. B.') - - 

8 

Barlurnsulfat-Menge 
c = 269,3& 0,l rng 9,9l 

6,22 
5,52 
4,37 

X = I 1 5 , I  Z 2 / t ,  pg 

6 r  

L -  

z a k  82, (8z*/%)' P.S A S )  

545 f 10,6 3,8.10-' 1,170 0,9324 
482f 10,O 4,3*10-' 0,741 0,8184 
462 f 9,8 4,5.10-4 0,657 0,7797 
416f 9,4 5,1*1O-' 0,520 0,6980 

5m Schichtdde sl;ns/un2/ - 
Biid 2 

Schlchtdicke, fur das glelche Belsplel, wle in Bild I 
Relatlver mittlerer Fehler der Eichungsrahlrate z, als Funktion der 

z, (8z1/2# x 8 x 1 ~  xf 8x 52 v v' 83 

Die S c h i c h t d i c k e  s wird immer als fehlerfrei ange- 
sehen. Das trifft nun zweifelsohne nicht ganz zu, ist aber 
rechnerisch zweckmaDig und ohnc Schaden, da ja  die ge- 
samte Unsicherheit der Eichkurve sich im rnittleren Fehler 
Sy konzentriert und dieser in der Gestalt Sq/q  in das End- 
ergebnis eingeht. 
Es sei erwahnt, daB auch eine Rechnung nach der 

strengeren M e t h o d e  d e r  F e h l e r q u a d r a t e  fast das 
gleiche liefert wie das Mittelwertsverfahren. Die nach 
beiden Methoden berechneten p-Werte unterschieden sich 
fur beide gegebcnen Fllle von Bariumsulfat und Thioharn- 
stoff jeweils nur urn 1 bis 2%. Der Fehler f Sy war bei 
der strcngeren Rechnung selbstverstandlich kleiner, aber 
:) W. Oropmann: Grundziige der Ausglelchsrechnung", Springer- 

Verlag, Berlin-dbttingen-Heldelberg 1954, S. 237. 

Xf 8I 

622 
546 
520 
466 

nur in ganz unwesentlichem MaDe. Die initgeteilte ver- 
einfachte Vorschrift ist also genugend zuverlassig. - Ein 
exakter Beweis fur die Berechtigung der Mittelwertsme- 
thode ist im allgemeinen nicht moglich, doch wurde ein 
solcher kurzlich fur einen besonders einfachen Spezialfall 
erbracht. B). 

11,2*10-' 101,O 3,9*10-' 101,O f 3,9 - 1,0 1,0 0,41 102,O 

15,9.10-' 102,3 4,5*10-* 102,3 f 4,6 + 0,3 0,I 3,3 
14,4*10-' 101,8 4,310-' 101,8 f 4,4 102,O .- 0,2 0,0 L 3,3ag 

35,6.10-' 103,O 6,4*10 -3 103,O f 6,6 + 1,o I,O 

2,1=nJ* 

Kontrollvcrsuch nach der Hevesy-Paneth- 
Methode 

An demselben Beispiel wurde schon S. 644 die Fehlerfortpflan- 
zung behandelt; Tab. 3 entha t  die iibrigen Daten dieser Analyae. 
Es handelt aich hier urn eine von fiinf Kontrollanalysen mit be- 
kannten Mengen an Thioharnstoff, welche die Zuverlsssigkeit der 
Methode zeigten. Der Substanz (hier Apfelsinenschalen) wurde 
die bekannte Menge von 100 pg markiertem Thioharnstoff (VTh.) 
zugesetzt und gepriift, mit weloher Genauigkeit dieser Wert bei 
der radiometrischen Analyse wiedergefunden wird. 

Der Parameter der zugrundeliegenden Eichkurve von BaS0,- 
Priipsraten war p = 0,119. Eichung und Analyse wurden am sel- 
ben Tage gemacht, der Faktor f ,  GI. ( 5 ) ,  ist daher gleich l. Mit 
den Daten c = 289,s mg, a = 100 pg und b = 1,0013 mMol = 233,7 
mg wird gemiiD GI. (5): 

x [pg] = 115,l z*/q . 
Der mittlere Fehler von s ist nach G1. (9) zu berechnen, det 

mittlere Fehler von a/b iet bereits bekannt, er betriigt nach GI. 
(14) etwa 0,3 %; 8c/c ist etwa 4.10-' und man sieht, daS fast nur 
die mittleren Fehler von z1 und von z1 fur den mittleren Fehler 
von x ins Gewieht fallen. Die GHte der Zahlapparatur und dic 
Richtigkeit der Funktion y(s) ist also - wenigstens im hier vor- 
liegenden Falle - entwheidend fur die Genauigkeit des Ergeb- 
nisses. DaO, wie hier, die anderen, durch Wiigen und Pipettieren 
hineinkommenden Fehler fast vernachllssigbar sind, darf man 
jedoch nicht von vornherein annehmen, sondorn man muO dcr 
Fehlerfortpflanzung nachgehen. 

Die bei n = 4 verschiedenen Schichtdicken s [mg/cm*] gefun- 
denen Yengen x [pg] werden in einen Mittelwert Z zusammen- 
gezogen. bus  xu8 wird hier ein mittlerer Fehler 8 Z= f 0,41 pg 
crrechnet. Dieser sehr kleine Fehler ist jedoch nicht reell, denn er 
liegt unter dem Mindestwert. Es sind jetzt ebensolche Uberlegun- 
gen anzustellen, wie bei der Berechnung von 8.&. Der kleinst- 
rn6gliohe mittlere Fehler f 82 ergibt sich aus dem mittleren Fehler 
f 8 x  der Einzelmeseung x ,  

Das 62 kann aber hoahstens so klein sein, wie das Zueammen- 
wirken der Fehler von e, a/b usw. gerade gestattet. Die dement- 
sprechend nach GI. (9 )  mechneten 8s-Werte aind in Tab. 3 in 
der Spalte x f 8 x  mit eingetragen. Fur die Boreohnung von 8% 
wird man vorsichtshalber das gr6Dte dieser vier 6s heranziehen; 
gemiiB GI. (30) ergibt sich so 8Z =& 3,3 pg. Die gesuchte Mengc 
betriigt a h  102,O f 3,3 pg. 

Die hineingegebene Menge S o h  100 pg betragen, sie wurde fol- 
gendermaBen abgemessen: g,= 100 mg VTh. wurden g816St und 
auf u, = 1000 oma aufgeffillt; das abpipettierte Volumen v3 .= 
1 oma diescr L6sung enthiilt dann die gewfinschte Menge 8 ,  = 
100 W*g, 

g1 = 88 V l b '  * 

Die relativen mittleren Fehler konncn wie folgt angesetzt wcr- 
den: 

Nach der Regel der Fehlerfortpflanzung, GI. (3), ist dann 

g1=100 f 1 ug . 
8 )  M. Morduchow, J. appl. Physics 25, 1260 [1954]. 

dngew. Chem. 67. Jahrg. 1955 / Nr. 21 



Auoh die ,,bekannte" Menge ist also um f 1 % unsicher; g, 
und Z stimmen befriedigend miteinander iiberein. Auoh die vier 
anderen Kontrollanalysen zeigten fur 5 Hhnliche, auf etwa f 3 % 
genaue Resultate. 

Genauigkeit der sonstigen Analysen 
Fur die eigentlichen Analysen nach dem Verfahren nach 

v. Hevesy und Panelh oder nach dem VerdUnnungsver- 
fahren wurden ebenfalls die mittleren Fehler der Ergeb- 
nisse ausgerechnet. Wie es am Beispiel der Kontrollanalyse 

vorgefuhrt wurde, ergab sich auch hier, da6 die gesuchten 
Mengen Thioharnstoff rnit mittleren Fehlern von nur 2 bis 
4% des Endergebnisses X behaftet waren. 

AbschlieBend ll6t sich feststellen, da6 hinsichtlich der. 
Genauigkeit die radiometrische Analyse in den hier be- 
handelten beiden Formen vollwertig neben die anderen 
Verfahren der analytischen Chemie treten kann. 

Eingeg. am 7. Mai 1955 [A 8581 

Molare Extinktionskoeffizienten der Seltenen Erden 
und ihre analytische .Nutzung 

Von Prof. Dr. L U D W I G  H O L L E C K  und Dip1.-Chem. L U D W I G  H A R T I N G E R  
Aus dem Chemischen Institut der Hochschule Bamberg 

Die Absorptionsspektren der  Chloride von Pr, Nd, Sm, ELI, Gd, Tb, Dy, Ho, Er, Trn, Yb wurden spek- 
tralphotornetrisch aufgenornmen und molare Extinktionskoeffizienten z. T. erstmalig bestimmt, z. T. 

neu vermesten. lhre Verwendbarkeit zu analytischen Zwecken wird in Einzelheiten erlautert. 

Die Absorptionsspektren der Seltenen Erden stellen rnit 
ihren nahezu linienartigen Banden im ultravioletten und 
sichtbaren Teil des Spektrums sowie mit den etwas brei- 
teren Banden im nahen lnfrarot neben den Emissions- und 
Fluoreszenzspektren eine gute Miiglichkeit dar, die Sel- 
tenen Erden in ihren Gemischen zu identiflzieren. Ursache 
der schmalen Banden sind uberginge der 4 f-Elektronen, 
die bei den Lanthaniden zur Vollbesetzung der 4. Schale 
hinzukommen. Diese Bandeneigenschaf t zeigen noch die 
Actiniden mit ihrem ahnlichen Atombau. Die iibrigen 
Elemente zeigen in Liisung, soweit sie uberhaupt Licht 
absorbieren, mehr oder weniger breite Banden. Sofern 
man ein solches Element aus seinen Absorptionsbanden 
quantitativ bestimmen wollte - die Gultigkeit des Lam- 
bert-Beerschen Gesetzes vorausgesetzt - hat man das ganze 

FIBchenintegral, Jig d). heranzuziehen. Bei den Sel- 

tenen Erden aber rucken die lntegrationsgrenzen so eng 
zusammen, daB lg '-p am Maximum der Bande ein Ma6 fur  
die Konzentration darstellen kann. Wie bereits fur  eine 
Reihe von Banden gezeigt werden konnte, ergibt sich hier- 
bei in bestimmten Bereichen eine lineare Abhlngigkeit der 
Extinktion von der Konzentration. 

Uber die Absorptionsspektren der Seltenen Erden liegt eine um- 
fangroiche L i t e r a t u r  vor. Die meieten Arbciten, namentlioh die 
llteren, bcfassen sich jedoch nur mit einzclnen Elementen und in 
eingeschrlnkten Spektralbereichen. Der Reinheitsgrad der un- 
tersuchten Praparate ist vielfach nicht, bzw. nicht hinreiohend 
dcfiniert. 1923 publizierte Ynfsmal) dio rnit einem Spektrogra- 
phen aufgenommenen Absorptionsspektren von Pr, Nd, Sm, Dy, 
Ho, Er und Tm im Bereich 3500-7000 A. Prandtl und Schciner') 
braohten 1934 erstmals eine fast kornpletto Aufetollung heraus. 
Da mit ihrem Spektrographen nur der Bereich von 2200-7000 A 
erfaOt wurde, fehlt das Yb, das nur eine Absorption im nahen 
Infrarot aufweiat. I n  beidon Arbeiten wird auf cine gradlinigc 
Abhlngigkeit von Extinktion und Konzentration hingewiesen. 
Rodden*) nahm dio Absorptionsspektren mit einem Spektral- 
photometer von 3500 bis 10000 A auf. In diesem Bereioh wird das 
Gd nicht erfaDt und auch das Tb fehlte. Die Aufnahmen sind der 
damaligen Entwicklung der Spektralphotometer gemll? unzullng- 
liah. Die verwendoten PrHparate wieeen auhrdem 2.T. ziemlicho 
Verunreinigungon auf. Die Giiltigkeit des Lambert-Beetschen Ge- 
setzes fur die Soltenon Erden-Absorptionsbanden wurde festge- 
stellt, bzw. bestltigt. Mit einom modernen Spektralphotometer 

A, I 0  

h 

l) L. P.  Yntemo J .  Amer. chem. SO~:  45, 907 [1923]. 
*) W .  Prandtl i. K .  Scheiner, Z .  anorg. allgem. Chem. 220, 107 

. Rodden, J .  Res. nat. Bur. Standards 26, 557 [1941]. 
[ 19341. 

Rodden, ebenda 28, 265 [1942]. 

haben Mosller und Brantley') Werte fur die Extinktionskoeffi- 
zienten ermittelt. Reino Priiparate fiir Tb, Dy und Ho fehlten 
hierbei. 

SchliePlioh sind nooh Extinktionskoeffizienten von Wylie6), 
Spedding81T) und Roddsn angegeben worden. Wie aus den in 
Tabelle 1 aufgefiihrten Werten verschiedener Autoren zu ersehen 
ist, weisen deren Ergebnisse 2.". betrilchtlicho Abweichungen auf. 
Dies veranlaOt uns, die Nrgebnisse unserer Messungen auch von 
jenen Seltenen Erden, deren Extinktionskoeffizienten bereits 
duroh andere Autoren bekannt sind, zu verbffentliohen. 

Zur Untersuchung der Absorptionsspektren der Seltenen Erden 
selbst haben die S p e k t r o g r a p h e n  bis haute wegen ihres hbheren 
Aufli3sungsvermbgene bessere Ergebnisse gezeigt. Beim quantita- 
tiven Arbeiten eind sie jedoch wegen der gro0en Zahl von Fehler- 
quellen den S p e k t r a l p h o t o m e t e r n ,  die sich fur derartige On- 
tersuchungen llngst durohgesetzt heben, unterlegen. Wie eide 
Aufnahme des Ud durch Moeller und Mosse) rnit einem Cary- 
Spektralphotometer zeigte, hat  das Spektralphotometer die Lei- 
stungen des Spektrographen hinsichtlich der Auflbsung bereits er- 
reioht. Wegen der Mbgliahkeit, Vorgleichsspektren mit aufzu- 
nehmen, ist jedooh der Spektrograph zur exakten Registrierung 
der Bandenlage auch heute noch unentbehrlioh. 

Experimentelles 
Oio bei 900°C gegliihten Oxydo der Seltenen Erden wurden 

nach dem Erkalten im Exsikkator sofort eingewogen und in HCI 
gelbst. Die Losung wurde zur Entfernung iibersohussiger HC1 ein- 
gedampft, der Riiokstand rnit Wasser aufgenommen, die ausge- 
fallenen Hydrolysate rnit einem Mikrotropfen HCI wieder gelbst 
und die Lbsung in MeDkblbchen auf ein bestimmtos Volumen auf- 
gefiillt. 

Zur Aufdahme des Absorptionsspektrums wurde oin Uaicam- 
Spektralphotometer (Typ SP 500) verwendet. 

Liohtquellen: Wassorstoff-Lampe 2000-4000 A 
Wolfram-Lampe 4000-10250 A 

Durch genaues Ablesen kann die Einstellung der Wellonllnge 
Im Berelch 2000-2500 A auf 1- 2 A 

2500-3500 A auf 2,s - 5 A 
3500-4500 A auf 5-10 A 
4500-6000 A auf 10-20 A 
MMO-1OOOO A auf 25-50 A genau geschehen 

I m  sichtbaren und nahen infraroten Spektralbercich wurde mit 
einer Spaltbreite von 0,05 bzw. 0,04 mm gearbeitet. Bei Verwen- 
dung der Wasserstoff-Lampe mit 0,1 mm Spaltbffnung (unter 
2500 A; 0,2 mm) waren dies die geringsten Offnungen in den be- 
treffenden Bereichen, bei denen noch eine geniigende Empfind- 
lichkeit gewlhrleistet war. Die veiwendeten Quarzkuvetten hat- 
ten oinon Liohtweg von 10 mm. Sie wurden vor jedcr Aufnahnic 

a )  T .  Moeller u. J .  C .  Bruntley Analytic. Chem. 22, 433 [1950]. 
6 )  A. W .  Wylie J .  SOC. chem.'Ind. 69, 143 [19501. 
s) F .  H .  Speddihg u. Mitarb., J. Amer. chem. SOC. 69, 2786 [1947]. 
7)  F. H ,  Spedding u. Mitarb., ebenda 69, 2812 [1947]. 
8 )  T .  Moeller u. P .  A. J. Moss, ebenda 73,3149 [1951]. 
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